Matematické paralympijské hry Bedrichov/Kacak 2015 — stars

1. Na Letni matematicko-fyzikalni soustfedéni ptijelo n ucastniku. Jaka je pravdépodobnost,
ze alespon dva z nich maji narozeniny ve stejny den? Pro jednoduchost predpokladejme, Ze rok
ma 365 dni a pravdépodobnost narozeni je pro kazdy den v roce stejna. 8 b.]

2. (a) Je pravda, ze mnozina vSech posloupnosti nul, jednicek a dvojek mé vétsi mohutnost nez
mnozina vSech posloupnosti nul a jednicek?
(b) Muze mit funkce f: R — R nespoc¢etné mnoho lokalnich extrému? [13 b.]

3. Turnaj je uplny orientovany graf, tj. orientovany graf, v némz pro libovolné dva vrcholy
u,v existuje hrana z u do v, nebo z v do u (ale ne obé). Dokazte, ze kazdy turnaj obsahuje
Hamiltonovskou cestu (tedy cestu prochazejici vsemi vrcholy). [10 b.]

4. Ukazte, ze iplny obycejny graf K, je sjednocenim cest ruznych délek (zadné dveé cesty nesméji
mit tutéz délku). [12 b.]

5. Necht” G je obycejny graf, jehoz kazdy vrchol ma stupen alespon 2. Dokazte, Ze existuje
souvisly graf H s tymz skore jako G. (7 b.]

6. Popiste obecny postup, jak ze zadaného obyc¢ejného grafu vyrobit regularni graf pomoci
operaci ptridani vrcholu a pfidani hrany (hrana muze vést pouze mezi novymi vrcholy nebo
mezi novym a starym vrcholem, nikoliv mezi dvéma starymi vrcholy). (6 b.]

7. Rozhodnéte, zda plati (a vysvétlete proc): Pro kazdé n existuje N takové, ze jakychkoliv
N bodu v roviné v obecné poloze obsahuje konvexni n-ihelnik, jehoz vrcholy jsou nékteré
z téchto N bodu. Napovéda: Nepomiize nam néjak Ramseyova véta pro 4-uniformni hypergrafy?
Vsechna ¢isla v této tloze jsou pfirozena. [11 b.]

8. Rozhodnéte, zda plati:

a) Pro kazdé n a k existuje N takové, ze kazdd matice N X N vyplnénd ¢isly 1...k ob-
sahuje konstantni hlavni podmatici (tedy hlavni podmatici obsahujici jen jednu hodnotu (na
vSech pozicich)). Hlavni podmatice pro matici A = (a;;) vznikne tak, ze vybereme indexovou
mnozinu I a prvky hlavni podmatice jsou (a;;), kde ¢, 5 € 1.

b) Pro kazdé n existuje N takové, ze v kazdé matici tvaru N x N existuje hlavni podmatice,
kterd je souctem diagonélni matice, horni trojihelnikové a dolni trojihelnikové (kde trojihelni-
jednobarevna (tedy obsahuje vSechny nenulové prvky téze hodnoty), duhova (obsahuje kazdy
prvek jiny), rddkova (v kazdém fadku je jen jedna hodnota, ovSéem pro dva ruzné fadky jsou
tyto hodnoty ruzné) nebo sloupcové (analogie fadkové). [11 b.]

9. Ucastnici nejmenovaného Letniho matematicko-fyzikalniho soustiedéni hraji Bloudirint. Usou
dili ovSem, ze nejde o to vyhrat, ale predstirat primérenou aktivitu. Zjistili si tudiz od konku-
rencniho tymu, jakym zpusobem se prechézi mezi pismeny. Neprojit trasu jim ovSem piripada
jako podvod. Nechtéji se ovSem prediit, a proto chtéji navrhnout takovou trasu, na které je
¢ekd co nejmensi prevySeni. Mezi trasami s timtéz (minimalnim) prevySenim, chtéji tu nej-
kratsi. LMFS se odehrava v chranéné krajinné oblasti, kde je zakdzano chodit jinudy, nezli po
vyznacenych cestdch (od kterych jsme v mapé schopni zjistit délku a prevySeni mezi jednotli-
vymi pismeny). Navrhnéte algoritmus, kterym najdou kyzenou cestu. [11 b.]

10. Nejmenovany Martin a jesté méné jmenovany Mikulds jezdi po Liberci. Jelikoz znaji své
ridicské schopnosti, radéji se nechtéji potkat. Kazdy z nich ma urcen start a cil. Starty i cile



jsou na néjakém nameésti. Panové jsou rychlejsi nez smrt a jezdi tak, ze béhem vtetiny projedou
jednu (jakoukoliv) ulici (na pifsti ndmésti). Rizenf se tedy odehravé po jednotlivych kolech
(kdy na zacatku vtefiny jsou panové na ndmeéstich, pak vyrazi silnici a koncem vtefiny skonci
na jiném namest{). Navrhnéte algoritmus popisujici, jak maji panové jet, aby dorazili (oba) do
cile co nejdrive. Podminka, Zze do cile maji dorazit oba, je myslena tak, Ze ten, kdo prijede do
cile jako druhy, dorazi co nejdiive. Panové se navzajem svych fidi¢skych schopnosti obavaji
natolik, ze se nejen nechtéji setkat na jednom nameésti, nechtéji se mijet na jedné silnici, ale
nechtéji dokonce byt ani na sousednich ndmeéstich (tedy na ndmeéstich spojenych ulici). [11 b.]



