Matematickid paralympiada mladsich, Kacak 2014

1. Uréete f/(0) pro

o f(z)=x(z—1)(z—2)(z - 3)(z—4),
o fz)=z(xz—1)(z—-2)(x—3)(x—4)...(x—2012)(z — 2013)(z — 2014).
(2 + 4 body)
2. Cisloa e R je dvojnasobnym kofenem polynomu
f(z) =ap + a1 + agx® + - + apa™.
Ukazte, 7e f'(a) = 0. (7 bodit)
3. Naleznéte pétici realnych ¢&isel a, b, ¢, d, f tak, aby limita
. a-e"+b-n*(n)+c-n?
lim
n—soo  d-2"+ f-(n—1)3
byla a) 0, b) +o0, ¢)1.} (9 bodit)
4. Spoététe pro a € R:?
I 21 e e (10 bodi)
im
z—0 \ \ 22 + 3z — 4 x ot

5. Sportaci pfi vyletu lesem zpozorovali, ze se pomalu stmiva. Rozevieli tedy mapu, aby se podivali, kudy
z ného ven. Diky mapé zjistili, Ze plocha lesa je 4 km?. Ukazte, Ze jim staci ujit % km, aby se z lesa
dostali. (8 bodii)

6. Uvazujte posloupnost zadanou rekurentné a; = 5, as = 13 a ap42 = dan41 — 6a, pro vSechna n € N.
Ukaite, Ze a, = 2™ + 3™. (9 bodit)

7. VySetfete pribéh funkce (jak se chova kdyZz © — 400, x — —o0, kde jsou body lokalniho maxima ¢i
minima, na kterych intervalech je rostouci/klesajici a konvexni/konkavni):
z—2

flz) = ek (13 bodi)

8. Uvazujme p € [1;+00) a rovnici

. 1 5
P e S B sin(p* + 8eP) = 0.
p 2p

Jeji kofeny oznafme x1, xo2, x3 (pozorujme, Ze kofeny zéaviseji na p). Naleznéte pro jaké p je hodnota
x% + x% + x%
maximalni.? (15 bodi)

9. Naleznéte kofeny nésledujici rovnice, pokud vite Ze jsou celociselné:

2
St 4 —

224 , 2228
—X
5 5

+ 5w — 858 = 0. (9 bodi)

10. Komické duo Pus - Popp hraje posloupnost nasledujicich t¥i vzrusujicich her. Pokazdé rozmisti na
Sachovnici kazdy z hract ke svému kraji péSce, kterymi hraci sméji tahat dopfedu a dozadu (kazdy
hraje jen se svymi péSci). Pésci se nesméji preskakovat a mouhou se tedy zablokovat. Jako obvykle,
kdo nemuze tdhnout, prohravéa. P¥i prvnim tahu zadny z hrac¢a nesmi tdhnout figurkou pfes polovinu
sachovnice (v dalsich tazich smi tdhnout o libovolny pocet poli¢ek jednou figurkou dopiedu nebo
dozadu). T¥i hry vypadaji tak, Ze na prvni hru maji S8achovnici 4 x 8, na druhou a t¥eti vzdycky druhy
¢len komického due jeden sloupec Sachovnice odstfihne, tedy druha hra probiha na Sachovnici 3 x 8 a
tfeti na Sachovnici 2 x 8. V tom, kdo za¢ne, se hraci stfidaji. V prvni hie za¢inad Popp, ve druhé Pus,
ve t¥eti Popp. Urcete (a vysvétlete proc¢), kdo ve které hie vyhraje. (14 bodu)

1Vyfests viechny piipady - stadi jedna sada koeficientt pro kazdy piipad.

2Napovéda: jaka je definice derivace?

3Napovéda: zkuste pouzit vztahy jednoho pana, vyraz m% + x% +x§ si vyjadrit jako funkci od p diky oném vztahtim. Nakonec
naleznéte maximum této funkce od p.



Matematickid paralympiada mladsich, Kacak 2014

1. Uréete f/(0) pro

o flz)=a(x—1)(z—2)(z —3)(z —4),
e f(&)=z(x—1)(z—2)(z—3)(z—4)...(x —2012)(z — 2013)(x — 2014).
(2 + 4 body)
2. Cislo a € R je dvojnasobnym kofenem polynomu
flz)=ao+ a1z + asz?® + -+ apa™.
Ukazte, ze f'(a) = 0. (7 bodu)
3. Naleznéte pétici realnych ¢&isel a, b, ¢, d, f tak, aby limita
. a-e"+b-n*(n) +c-n?
lim
n—oo d-2"+ f-(n—1)3
byla a) 0, b) +o0, ¢)1.4 (9 bodit)
4. Spoctéte pro a € R:®
lim P21 e e (10 bodi)
z—0 22 +3x —4 x

5. Sportaci pfi vyletu lesem zpozorovali, ze se pomalu stmiva. Rozevieli tedy mapu, aby se podivali, kudy
z ného ven. Diky mapé zjistili, Ze plocha lesa je 4 km?. Ukazte, Ze jim staci ujit % km, aby se z lesa
dostali. (8 bodii)

6. Uvazujte posloupnost zadanou rekurentné a; = 5, as = 13 a ap42 = dan41 — 6a, pro vSechna n € N.
Ukaite, 7Ze a, = 2™ + 3™. (9 bodit)

7. VySetfete pribéh funkce (jak se chova kdyZz © — 400, x — —o0, kde jsou body lokalniho maxima ¢
minima, na kterych intervalech je rostouci/klesajici a konvexni/konkavni):
T —2

flz) = ek (13 bodi)

8. Uvazujme p € [1;400) a rovnici

1 5
23422y Zp g sin(p* + 8eP) = 0.
p 2p

Jeji kofeny oznafme x1, xo, x3 (pozorujme, Ze kofFeny zéviseji na p). Naleznéte pro jaké p je hodnota
x? + x% + x%
maximéalni.® (15 bodi)

9. Naleznéte kotfeny nasledujici rovnice, pokud vite Ze jsou celo¢iselné:

2ot g _ P2 (2B as . (9 bodt)

5 5 5
10. Komické duo Pus - Popp hraje posloupnost nasledujicich t¥i vzrusujicich her. Pokazdé rozmisti na
Sachovnici kazdy z hra¢a ke svému kraji péce, kterymi hraci sméji tahat dopfedu a dozadu (kazdy
hraje jen se svymi pé&sci). Pésci se nesméji preskakovat a mouhou se tedy zablokovat. Jako obvykle,
kdo nemuze tdhnout, prohrava. P¥i prvnim tahu zadny z hrac¢a nesmi tdhnout figurkou pres polovinu
Sachovnice (v dalsich tazich smi tahnout o libovolny pocet poli¢ek jednou figurkou dopfedu nebo
dozadu). T¥i hry vypadaji tak, Ze na prvni hru maji Sachovnici 4 x 8, na druhou a t¥eti vZdycky druhy
¢len komického due jeden sloupec Sachovnice odstfihne, tedy druha hra probiha na Sachovnici 3 x 8 a
tfeti na Sachovnici 2 x 8. V tom, kdo za¢ne, se hraci stiidaji. V prvni hie za¢inad Popp, ve druhé Pus,
ve tieti Popp. Urcete (a vysvétlete pro¢), kdo ve které hie vyhraje. (14 bodu)

4Vyfests viechny pifpady - stadi jedna sada koeficientii pro kazdy piipad.

5Napovéda: jaka je definice derivace?

6Napovéda: zkuste pouzit vztahy jednoho pana, vyraz m% + x% +x§ si vyjadrit jako funkci od p diky oném vztahtim. Nakonec
naleznéte maximum této funkce od p.



