Matematicka paralympiada starsich, Kacak 2013

1.

10.

Dva hréaci hraji nasledujici zdbavnou hru. Za¢nou s k vrcholy (bez hran). Hraci se
stiidaji v tazich, pricemz v pribéhu tahu hra¢ prida jednu hranu mezi zadané vrcholy
tak, aby graf (ne multigraf) zistal rovinny. Kdo nemize tahnout, prohrava. Urcete,
ktery z hrac¢t ma vyhravajici strategii, pokud pocet vrcholt je

(a) 8,

(b) 28,

(c) 2013. (10 bodu)
Rovinné nakreslete K7 na térus a K¢ do projektivni roviny. (12 bodu)

Jaky je maximalni pocet hran rovinného grafu bez trojuhelnikii? Jaky je nejvétsi mozny
pocet stén takového grafu? Jaky je maximalni pocet stén v rovinné triangulaci. (Pied-
pokladejte graf o n vrcholech.) (8 bodu)

Najdéte vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi nasledujicimi mnozinami:

(a) mnozina vSech posloupnosti 0 a 1
(b) mnozina v8ech posloupnosti pfirozenych ¢isel

mnozina vSech neklesajicich posloupnosti prirozenych ¢isel

(e) R\Z. (13 bodu)

Na kruznici je ddno n riznych bodi. Kazdé dva body jsou spojené tétivou tak, Ze
zadné t1i tétivy se neprotinaji v jednou bodé. Urcete, na kolik ¢ésti je rozdélen vnitiek
kruhu. (12 bodu)

Naleznéte body, ve kterych funkce f(x,y) = x? + 2y? nabyvA minima a maxima na
mnoziné

{(z,y) € R*: 2% — 22+ 2y* + 4y = 0}.
Zdtuvodnéte, pro¢ takové body existuji. Napovéda: po prevedeni rovnice kuzelosecky
do zékladniho tvaru parametrizujte obdobné jako v pripadé kruznice. (10 bodu)

. Necht f: [0,1] — [0, 1] je spojita funkce. Dokazte, Ze existuje bod z € [0, 1] takovy, Ze

f(z) == (7 bodu)

. Necht a je kladné realné &islo. Zvolme libovolné &islo 1 > v/a a pron = 2,3,...

postupné polozme
1 n a
Tpr1==|zn+—|.
+1 =5 .
Dokazte, ze posloupnost {z,}>°, je konvergentni a urcete jeji limitu. (12 bodu)

Z intervalu [0, 1] vybereme ndhodné dvé ¢isla p a g. Jaka je pravdépodobnost, ze rovnice
2% + pr + ¢ nema realné koteny? ( 8 bodt)

Naleznéte vSechny lokalni extrémy funkce

fle,y,2) = (y2)* + (y —2)° + (2 — x)°
na R3. (8 bOdlol)



